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随机失谐叶盘结构失谐特性分析
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摘 � � � 要: 为研究失谐叶盘结构最大的强迫响应幅值及最坏失谐模式, 提出了运用遗传算法和序列二次

规划混合优化方法确定失谐叶片最大的幅值放大系数及相应最坏失谐模式的通用方法. 揭示了失谐跳变�局

部化现象,构建了与振动响应局部化直接关联的表达因素. 失谐敏感度分析表明, 失谐叶片最大的幅值放大

系数随失谐强度的增加而增大,并在失谐强度上界处取得极值,并没有所谓的失谐� 阈值 现象.
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Mistuning characteristics analysis of mistuned bladed disk assemblies
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Abstract: T he problem of determining the w or st mistuning pat ter n and r obust max i�
mum mistuned fo rced r esponse o f turbine engine bladed disks w as pr esented and so lved as an

opt imizat ion problem . M ax imum r esonant amplitudes searched across all deg rees of a mis�
tuned bladed disk and across all excitat ion fr equencies in a given range w ere combined into an

objective funct ion. Individual blade mistuning w as contr olled by varying mistuning parame�
ters. T his approach w as exemplif ied by a lumped�par ametric model w ith tw o�degree�o f�free�
dom per blade disk sector. Results of the opt imum search of the w orst�case mistuning pat�
terns for the lumped parameter model w ere analy zed, show ing that maximum blade forced re�
sponse in a mistuned bladed disk was asso ciated w ith m istuning jump, causing st rong lo caliza�
t ion of the vibrat ion r esponse in a par ticular blade. Detailed tw o�degree�of�f reedom per blade
disk model w as also used for calculat ion of the maximum for ced r esonant response of mis�
tuned assemblies and for determ inat ion of its sensit iv ity coef ficients with respect to m istuning

variat ion. Studies have shown that there is no t a thresho ld o f f requency mistuning beyond

which the max imum forced response levels of f, or even drops, as the degr ee of mistuning is

increased w ith the tendency of the for ced response amplificat ion factor.

Key words: mistuned bladed disk; max imum amplitude magnif ication;

the w orst mistuning pat tern; mistuning jump�localizat ion phenomenon

� � 航空发动机叶盘结构具有周期对称性质, 但

是叶盘结构振动响应对叶片物理参数的微量改变

非常敏感,因而源于制造误差及使用磨损等因素

造成的所谓叶片�失谐 能显著增大叶片的振动响

应幅值[ 1�2] ,而较高的振动响应大大降低了叶片的

疲劳寿命,导致叶片高周疲劳失效,所以研究失谐
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振幅放大的基本机制, 预测并控制失谐叶盘结构

最大的振动响应幅值, 对于抑制叶盘结构失谐的

消极影响及设计具有失谐鲁棒性能的叶盘结构具

有重要意义.

因为叶片失谐的随机特征, 通常采用统计方

法研究失谐对叶盘结构振动响应的影响.文献[ 3�
7]等运用 Monte Carlo 仿真方法分析了失谐幅值

放大系数(幅值放大系数定义为失谐叶盘结构最

大的叶片振动幅值与相应谐调系统最大的叶片共

振幅值的比值)与失谐强度关系,指出失谐幅值放

大系数在小量失谐时(约 1% )达到峰值, 后随着

失谐程度增强而减弱, 即出现了所谓失谐�阈值 

效应. Ot tarsson 和 Pierre
[ 8]
分析了产生失谐�阈

值 效应的原因. 最近, Niko lic[ 9] 基于失谐�阈值 

效应,研究了运用�大失谐 的思想降低失谐叶片

振动响应水平的方法. 但是失谐叶盘结构的动力

响应分析需消耗昂贵的计算资源, 特别是在叶盘

结构设计阶段蒙特卡罗方法并非是失谐振动响应

分析的有效方法.

确定失谐叶片最大的幅值放大系数是研究叶

盘结构振动响应失谐影响的另一种方法.国外学

者在运用解析方法研究失谐叶片最大的幅值放大

系数方面做了很多研究,但是得到与考虑模型相

关的不一致结论. 例如, Whitehead
[ 10�12]

指出具有

N 个叶片的叶盘结构最大的失谐幅值放大系数

小于 (1+ N ) / 2, 而 Han和 Xiao 等
[ 13�16]

给出了

与Whitehead上界估计公式不一样的结果. Ken�
yon等 [ 17�21]分析了频率转向和模态扭转对失谐强

迫响应幅值的影响, 指出当谐调系统模态阻尼变

化时最大失谐幅值放大系数大于Whitehead系数

并以实验证实. 最近 Martel[ 22]基于非对称失谐模

型( AMM )分析了谐调叶盘结构失谐叶片最大的

振动幅值响应, 但由失谐叶盘模型运动方程在小

失谐和零阻尼假定下推导出的 AMM 仅适用于

描述分离模态对和频率密集模态群强迫响应.

除了运用解析方法描述叶片最大的失谐幅值

放大系数外,大量研究致力于运用数值方法有效

精确预测叶片最大的失谐幅值放大系数. 例如,

Pet rov 和 Ew ins[ 23�24] 利用基于敏感度系数的优化

方法寻求了与最坏失谐模式对应的失谐叶片最大

的振动响应幅值.因为周期结构的对称性质, 叶片

最大的幅值响应应为所有叶片振幅的无穷范数,

Sinha[ 25] 运用幅值向量的无穷范数和优化方法计

算了失谐叶片最大的幅值放大系数. Rotea 和

D�Amato[ 26]则使用线性矩阵不等式分析了最大

的幅值放大系数的上下界. 而 Rivas�Guer ra 和
Migno let 等[ 27�29]基于部分失谐方法分析了单个

叶片的最大失谐响应幅值并研究了最坏失谐模式

的失谐特性.但是这些研究均有各自的假定和局

限,仍没有从根本上解决叶盘结构最大的失谐幅

值放大系数及相应最坏失谐模式的确定问题.

综上所述,为研究叶盘结构最大的失谐强迫

响应幅值及最坏失谐模式,本文提出了设置失谐

变量为优化变量, 失谐叶片最大的振动响应幅值

为目标函数,运用遗传算法和序列二次规划混合

算法确定失谐叶片最大的强迫响应幅值及相应最

坏失谐模式的通用方法.研究了典型叶盘结构集

中参数模型谐调系统不同参数失谐时最大的失谐

幅值放大系数及最坏失谐模式,分析了叶片质量、

刚度和阻尼单独失谐的失谐敏感度曲线,通过数

值算例验证本文方法的有效性并揭示叶盘结构失

谐的内在规律.

1 � 问题描述

叶盘结构的运动方程可表述为

Mx
!!
( t )+ Cx

!
( t) + Kx( t )= f ( t) (1)

其中 M, C, K 分别表示结构质量、阻尼、刚度矩

阵, f ( t)为激励力向量, 考虑给叶盘结构施加行波

激励,行波激励 f ( t)第 i个分量表示为

f i= f
s
iej( �t+ �i ) , � i= 1, 2, ∀, N (2)

式中 f
s
i 表示第 i 个扇区的激励力分布形式, �为

激励频率, j 为虚数单位, N 为叶盘结构扇区数

目, �i 代表第 i 个扇区的相位,表示为

�i= 2 E( i- 1) / N , � i= 1, 2, ∀, N (3)

式中 E 为激励阶次.

设 x( t) = Aej�t , 并代入式( 1)得位移响应幅

值向量

A= (- �2M+ j�C+ K)
- 1
f A = T- 1 f A (4)

式中 T= - �2M+ j�C+ K;

f A = [ f
s
1 ]
T ej�1 , [ f s2 ] T ej�2 , ∀, [ f

s
N ]

T ej�N T
.

引入失谐变量来模拟叶盘结构的失谐现象,

表示为

v
( k)

( i)= [ 1- !v ( k) + 2! !v ( k ) ! v
( k)
mt ( i) ] v

( k)
tun ( i)

( i= 1, ∀, N ; � k= 1, ∀, M ) (5)

式中 v
( k)

( i ) 表示第 k 类结构参数第 i 个元素.

v
( k)
mt ( i )表示第 k 类失谐第 i 个失谐变量, 取值区

间为[ 0, 1] . !v ( k )表示第 k 类失谐所有失谐变量
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的失谐强度变量. v
( k)
tun ( i)表示第 k 类谐调结构参

数第 i 个元素. M 表示失谐参数类型的数目.

根据公式( 1)~ ( 5) ,寻求失谐叶片最大位移

幅值响应可转化为下述非线性优化问题

max A # = max f ( �, vmt , !v )

s. t . �

�∃ [ �
-
, �

+
]

v
( k)
mt ( i) ∃ [ 0, 1]

!v ( k) ∃ [ 0,  !v ( k) ]
( i= 1, ∀, N ; � k= 1, ∀, M)

式中 ! # 表示向量的无穷泛数, �- , �+ 表示激

励频率的上下界, vmt表示所有失谐变量构成的向

量,而所有失谐强度变量则构成向量 !v ,  !v ( k)表
示!v ( k)的上界.即失谐叶片最大的位移幅值响应

可表示为与 �, vmt , !v 相关的函数.

2 � 优化算法

优化方法分为全局和局部搜索方法, 典型的

全局优化方法如遗传算法,遗传算法是一种模拟

生物进化原理的随机搜索启发式算法, 主要适用

于那些目标函数复杂或者搜索空间庞大的优化问

题,它使用选择、交叉、变异和精英保留等基本遗

传算子进化到最优解.遗传算法( GA)具有较强的

全局搜索能力,且搜索效率高、鲁棒性强, 但其对

局部精细搜索能力不强, 易出现早熟状态.

序列二次规划算法( SQ P)是一种高效求解非

线性优化问题的局部搜索方法, 它的主要思想是

利用优化问题的拉格朗日函数在每个迭代点构造

一个带不等式约束的二次规划子问题. 使用拟牛

顿方法更新近似海赛矩阵,运用积极集算法求解

形成的二次规划子问题,将每次迭代的二次规划

子问题极值解, 作为该次迭代的搜索方向.采用不

精确的一维搜索确定搜索步长因子, 以产生新的

迭代点.通过一系列这样的迭代点最终逼近原问

题的最优解. SQP 算法具体原理可参考相关文献

[ 30�31] , SQP 算法局部优化能力强, 而全局优化
能力较弱,其优化结果依赖于初始值的选取.

失谐叶盘结构最大的失谐幅值放大系数确定

问题有大量的局部极值,其有效精确解取决于问

题的规模和目标函数的特性 [ 13] . 遗传算法的收敛

速度较慢,而 SQP 方法易陷入局部极值, 且对初

始点敏感.因此本文采取遗传算法全局搜索和序

列二次规划方法局部寻优的混合优化方法求解式

( 6)描述的非线性优化问题.首先运用遗传算法优

化求解产生一个全局近似解, 以此为初值, SQP

算法进行局部精细搜索, 如果 SQP 算法优化解没

有达到给定精度,则采用遗传算法和 SQP 算法交

替进行寻优,这样互以对方优化结果作为自己初

始值或初始群体,反复交替寻优,直至达到所给定

的精度为止. GA�SQP 混合算法的优化流程如图
1所示, 由图可知在整个搜索进程中,一方面由遗

传算法保证学习的全局收敛性, 避免陷入局部最

优解,克服 SQP 算法对初始值的依赖性; 另一方

面,与 SQP 算法的融合也克服了单纯使用遗传算

法所产生的随机性和概率性问题, 有助于降低寻

优时间,提高搜索效率和解的质量.

图 1 � GA�SQP混合算法流程图

Fig . 1 � Flow char t of the GA�SQP hybr id alg or ithm

3 � 数值算例

图 2为本文采用的典型叶盘结构两自由度集

中参数模型,扇区自由度 x
b 和 x

d 表示叶片和轮

盘振动, m
b
, k
b 和 c

b 分别表示叶片等效质量、等

效刚度和叶片阻尼, m
d 和 k

d 表示轮盘等效质量

和等效刚度, 而 k
c
表示各扇区间的耦合刚度. 考

虑单个扇区的激励力分布形式为

f
s
i= [ 1 � 0] T , � i= 1, 2, ∀, N (7)

由式( 4) 及图 2 所示模型矩阵 T 和 f A 表

示为
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图 2 � 典型叶盘结构集中参数力学模型

Fig. 2 � Lum ped� par amet ric model of a bladed disk

T=

Z1 Y 0 ∀ 0 Y
T

Y
T

Z2 Y 0 ∀ 0

∀ ∀ ∀ ∀ ∀ ∀

0 ∀ 0 Y
T

ZN - 1 Y

Y 0 ∀ 0 Y
T

ZN

,

f A = [ ej�1 , 0, ej�2 , 0, ∀, ej�N , 0] T (8)

式中 Zi 为描述叶盘结构第 i 个扇区的动力特性

矩阵, Y为扇区间耦合矩阵, 分别表示如下:

Zi=

k
b
i - m

b
i �
2
+ j ! �! c

b
i - k

b
i

- k
b
i k

b
i + k

d
i + 2! k

c- m
d
i �2 2 % 2

,

Y=
0 0

0 - k
c
2 % 2

(9)

式中下标 i表示第 i 个扇区相应的参数.

采用文献[ 26]中给出的典型谐调叶盘结构参

数,设有 56 个扇区, m
b
o = 1, m

d
o = 426, k

b
o = 1,

k
d
o= 1� 1, k

c= 493, c
b
o= 0� 005, 下标 o 表示谐调

叶盘结构相应的参数,激励阶次取为 9. 图 3描绘

了典型谐调结构固有频率特性, 该谐调系统固有

频率特性的详细讨论可参考文献[ 32] . 而从频率

节径图 3( b)可明显看出在 9阶激励阶次出现频

率转向现象.叶盘系统的频率转向发生在叶片主

导模态和轮盘主导模态两类模态的交互区中, 图

中水平曲线上的模态为叶片主导的模态,表示结

构应变能主要在叶片上,因此节径数的增加对叶

盘模型的固有频率影响较小, 而图中的斜线上的

模态为轮盘模态主导的模态, 表示系统应变能主

要在轮盘上,节径数的增加会改变轮盘的刚度,因

此对整个叶盘的固有频率影响较大.

以频率为一维变量, 采用黄金分割优化方法

求得的谐调系统频率响应最大共振峰值为

202� 2,相应的共振频率为 0� 989 2, 为了精确描绘
谐调系统的频率响应曲线,在频率区间[ 0� 9, 1� 1]
内等距取样 2 000 个频率点, 在每个采样频率点

计算响应值,精确刻画的谐调系统频率响应曲线

示于图 4, 由图可知, 系统具有两个明显的共振

峰值.

为了研究叶盘结构谐调系统不同参数失谐时

最大的失谐幅值放大系数及最坏失谐模式,考虑

如下三种情况.

3� 1 � 叶片质量、阻尼、刚度和轮盘质量、刚度
同时失谐 � �

运用的 GA�SQP 混合算法中遗传算法相关
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参数设置如下: 选用无回放余数随机选择, 非均

匀算术交叉和高斯变异算子, 精英保留策略, 群

体规模设为 30, 最大进化代数为 200,交叉概率

与变异概率分别为 0� 8, 0� 05. 考虑的频率区间
介于 0� 85�r 和 1� 15�r 之间, �r 为谐调系统最大
的共振峰值频率,并在失谐分析中以 �r 为基准

频率定义无量纲频率, 失谐强度上界均取为

5% .图 5 给出了最大失谐幅值放大系数收敛

曲线.

图 5 � 最大幅值放大系数收敛曲线

F ig . 5� M aximum amplitude magnif ication

pr og ress w ith eva luations

图 6显示了叶片质量、阻尼、刚度和轮盘质

量、刚度同时失谐时谐调叶盘系统的最坏失谐模

式,由图可知,叶片质量、叶片阻尼、叶片刚度和轮

盘质量、轮盘刚度五种失谐类型各自所有失谐变

量的失谐强度变量优化结果均为给定的失谐强度

上界 0� 05,说明在考虑的失谐强度域内, 叶片振
动幅值在失谐强度上界处取得极值. 而叶片阻尼

失谐变量值均为 0,对应于阻尼优化范围的下界,

即意味着在失谐叶盘幅值放大效应中, 阻尼越小,

失谐叶片最大幅值响应越大, 因而增大阻尼能有

效降低失谐叶片强迫响应幅值.此外,从叶片刚度

失谐变量值分布可知,除 34# 叶片的叶片刚度失

谐变量值介于 0� 6~ 0� 7 外, 其余分量值均为 1,
而 34# 叶片质量失谐变量值为 1, 注意到在 34#

叶片处轮盘质量失谐变量值为 0,相反, 轮盘刚度

失谐变量取值为 1, 由最坏失谐模式频率响应三

维特性图 7发现,在 34# 叶片处出现了非常强烈

的振动响应局部化, 其幅值放大系数高达

4� 4814, 明显高于Whitehead给出的失谐幅值放

大系数上界估计公式值 (1 + N ) / 2 = 4� 241 7,
失谐变量值这种突变现象预示着叶片产生振动响

应局部化的内在相关性质.

3� 2 � 叶片质量、阻尼、刚度同时失谐

为了从细观上研究叶片质量、阻尼、刚度的失

谐影响,研究了两自由度集中参数模型叶片质量、

阻尼、刚度同时失谐的情形,图 8给出这种失谐状
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态下的最坏失谐模式, 由图可知, 叶片质量、叶片

阻尼、叶片刚度三种失谐类型各自所有失谐变量

的失谐强度变量优化结果均为给定的失谐强度

上界, 所有叶片刚度失谐变量值都大于 0� 8, 叶
片阻尼失谐变量值均为 0, 并且从图中可清晰发

现叶片质量失谐变量值在 56# 位置发生突变,

由图 9所示最坏失谐模式三维频率响应特性可

知, 叶片在 56# 叶片出现了很明显的振动响应

局部化现象. 这种失谐变量值突变与振动响应

局部化直接关联现象, 本文称之为� 失谐跳变�局
部化 .

失谐叶盘结构叶片的振动响应水平取决于叶

片失谐强度及失谐分布模式, 以及叶间耦合等因

素,并且叶盘结构的频率转向通常被认为是导致

叶片具有较高失谐振动响应幅值的一个关键因

素,在频率转向区域模态高度密集,叶片主导模态

和轮盘主导模态交互作用,因而叶盘结构在转向

区域对失谐更为敏感,易于导致模态局部化,但是

模态局部化不一定能产生振动响应的局部化, 相

反, �失谐跳变�局部化 现象则直接关联叶片振动

响应的局部化.

3� 3 � 叶片质量、阻尼、刚度分别失谐

为了研究叶片质量、阻尼、刚度对失谐的敏

感程度,计算了在 9阶激励阶次作用下叶盘模

型谐调系统质量、阻尼、刚度失谐敏感度特性曲

线, 由图 10 所示失谐敏感度曲线可知, 叶片质

量、阻尼、刚度失谐最大的幅值放大系数均随着

失谐强度的增大而上升且在失谐强度上界处取

得极值,并没有出现所谓的失谐�阈值 效应, 说
明在叶盘结构全寿命周期内, 系统的抗疲劳破

坏能力随着使用时间的推移而降低. 比较叶片

质量和刚度失谐敏感度曲线可知叶片质量和刚

度失谐具有相似的失谐敏感特性且对小量失谐

非常敏感,在 0% ~ 1� 5%失谐强度范围内, 失谐
幅值放大效应明显, 而随着失谐强度进一步增

加, 最大失谐幅值放大系数变化缓慢.而由叶片

阻尼失谐敏感度曲线可知, 阻尼对失谐敏感程

度很低,阻尼失谐最大的幅值放大系数随着失

谐强度的增加而缓慢增长, 并在考虑的失谐强

度上界处取得极值, 其值仅为 1� 055, 表示在考
虑的频率范围内失谐系统的共振幅值比谐调系

统仅增加了 0� 055倍.

图 10 � 失谐敏感度曲线

Fig . 10� M aximum amplitude magnificat ion as

a function of mist uning str eng th

考虑叶片质量、阻尼、刚度分别失谐时谐调系

统的最坏失谐模式示于图 11, 由最坏失谐模式频

率响应特性图 12并比较图 11可同样观察到失谐

变量值突变与振动响应局部化直接相关的�失谐

跳变�局部化 现象. 例如,叶片质量和刚度失谐变
量值分别在 28# 和 13# 叶片位置处发生突变而
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对应的叶片则产生了强烈的振动响应局部化, 相

应的最大失谐幅值放大系数分别高达 3� 856 5和
3� 8724.

图 11� mb / cb / k b 分别失谐最坏失谐模式

F ig. 11 � Worst�case mist uning pattern w hen

mb / cb / k b is mistuned

为研究谐调系统不同参数失谐时的幅值放大

系数统计分布, 利用 Monte Carlo 方法分析了谐

调系统不同参数失谐情形的概率统计特性.

Monte Carlo 仿真抽样样本设置为10000次,抽样

数据服从均值为 0, 标准偏差 5%的均匀概率分

布, 考虑的频率范围为 [ 0� 85�r , 1� 15�r ] , 在考虑
的频率范围内等间隔采样 1 000个点, 叶盘系统

不同参数失谐时的幅值放大系数统计分布示于图

13.由图可知,多种类型参数失谐具有比单种类型

参数失谐更高的最大失谐幅值放大系数,且幅值

放大系数分布范围更宽, 例如,叶片质量、阻尼、刚

度同时失谐时幅值放大系数在抽样的 10 000次

样本中出现的最小值和最大值分别为 1� 421 1,
3� 4261, 而叶片刚度单独失谐时 Monte Carlo 仿
真出现的幅值放大系数最小值和最大值仅为

1� 4855, 2� 519 5,其分布范围相对较窄.
将GA�SQP 方法与 Monte Carlo方法所得的

叶片最大失谐幅值放大系数分别用 A gs和 Amc表

示,并定义参数

A#= ( A gs- Amc/ A gs ) % 100% (10)

表示 A gs与 Amc相对偏差程度.表 1列出了叶盘系

统不同参数失谐时的A gs, Amc和 A # .由表可知,除

叶片阻尼失谐时, 系统对叶片阻尼失谐敏感程度

很低,相对偏差 A # 较小(仅为 3� 55% )外,当其他

类型参数失谐时, A gs均明显高于 Amc , A # 值较

图 12� mb / cb / k b 分别失谐最坏失谐模式频率响应特性

Fig. 12� Forced r esponse of the wo rst�case

bladed disk when mb/ cb / kb is mistuned

大,特别是当叶片刚度失谐时, 相对差值 A#高达

34� 94%, 所以 Monte Carlo 方法并不能精确预测
并分析失谐叶片的最大失谐幅值放大系数. 此外,

由图 5所示收敛曲线可知,目标函数在经过较少

迭代次数后便收敛, 说明本文方法能快速精确地

获得最大的失谐幅值放大系数.
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图 13 � 不同参数失谐时幅值放大系数

Monte Carlo统计分布

Fig. 13 � Statistical distr ibut ion of the peak

max imum amplitude

表 1� Monte Carlo仿真与 GA�SQP 方法所得的

最大失谐幅值放大系数比较

Table 1 � Comparison of maximum amplitude

magnification between Monte Carlo simulation

and GA�SQP methods

失谐参数 A gs A mc A #/ %

md, kd ,mb , cb , k b 4� 481 4 3� 408 1 23� 95

mb , cb , kb 4� 206 5 3� 426 1 18� 55

mb 3� 856 5 2� 594 32� 74

cb 1� 055 3 1� 017 8 3� 55

kb 3� 872 4 2� 519 5 34� 94

4 � 结 � 语

为研究失谐叶盘结构最大的强迫响应幅值及

最坏失谐模式, 提出了将失谐变量设置为优化变

量,失谐叶片最大的振动响应幅值为目标函数,运

用遗传算法和序列二次规划混合方法确定失谐叶

片最大的幅值放大系数及相应最坏失谐模式的通

用方法.并以两自由度集中参数模型为例计算了

谐调系统不同参数失谐的最大失谐幅值放大系

数,分析了相应的最坏失谐模式,揭示了不同参数

失谐的共同规律: 失谐跳变�局部化现象, 即在失
谐跳变的叶片位置, 叶片出现了强烈的振动响应

局部化,构建了与振动响应局部化直接关联的表

达因素.通过与 Monte Car lo方法比较,说明本文

方法能高效精确地获得最大的失谐幅值放大

系数.

运用提出的确定最大失谐幅值放大系数方法

分析了两自由度集中参数模型叶片质量、阻尼、刚

度分别失谐时的失谐敏感度曲线, 研究结果表明

叶片质量和刚度对失谐特别敏感, 叶片阻尼的失

谐敏感程度很低, 且叶片质量、阻尼、刚度分别失

谐时最大的幅值放大系数均随失谐强度的增加而

增大,在失谐强度上界处取得极值,并没有所谓的

失谐�阈值 现象.
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